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Análisis Funcional. Examen I

Ejercicio 1 (5 puntos). Sean E un espacio de Banach y {fn} una sucesión en el
espacio dual E∗ y f ∈ E∗. Probad que

{fn}
∗
⇀ f ⇐⇒ {⟨fn, x⟩} → ⟨f, x⟩ ∀x ∈ E

Ejercicio 2 (5 puntos). Sean C ̸= ∅ un subconjnto convexo y cerrado de un espacio
de Hilbert H y T : C → C una aplicación verificando

∥Tu− Tv∥ ⩽ ∥u− v∥ ∀u, v ∈ C

a) Probad que si existe una sucesión {un} ⊂ C verificando

{un} ⇀ u y {un − Tun} → f

entonces u− Tu = f .
(Pista: Empieza por el caso C = H y usa la desigualdad

⟨(u− Tu)− (v − Tv), u− v⟩ ⩾ 0 ∀u, v)

b) Deduce que si C es además acotado, entonces T tiene un punto fijo.
(Pista: Considera Tεu = (1− ε)Tu+ εa siendo a ∈ C fijo y ε > 0, con ε → 0.)
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